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Ein bekannter Satz der Korpertheorie (der “Satz von der Normalbasis”) 
besagt, daB es zu jeder endlichen, galoisschen Erweiterung L/K mit 
Galoisgruppe G : = Gal(L/K) Elemente x E L gibt mit der Eigenschaft, da0 
{x” I g E G} eine K-Basis von L ist. Solche Elemente wurden in [ 1 ] 
“regular in L/K” genannt. 1st M ein Teilkorper von L, der K enthalt (“ein 
Zwischenkorper von L/K”), so ist such L/M eine galoissche Erweiterung. 
Nach [ 1 ] gilt der folgende 
SAX Zu jeder endlichen, galoisschen Erweiterung L/K gibt es Elemente 
x E L mit der Eigenschaft, daJ x reguliir in L/M ist fiir jeden Zwischenkiirper 
M von L/K. 
Setzt man die Operation von G auf L in naheliegender Weise linear zu 
einer Operation des Gruppenringes KG auf L fort, so wird L zu einem 
KG-Modul, fur Zwischenkorper M und U : = Gal(L/M) entsprechend zu 
einem MU-Modul. Der obige Satz ist eine Antwort auf die Frage nach dem 
Zusammenhang zwischen all diesen Modulstrukturen auf L. Er besagt 
namlich, da8 es x E L gibt, so da13 xMU = L ist fur jeden Zwischenkorper M 
von L/K und U : = Gal (L/M). 
Der Beweis des Satzes in [ 11 zerfallt in zwei Teiie. Fur unendlichen 
Grundkdrper K gentigt es, einen Beweis von Emil Artin fur den Satz von 
der Normalbasis geeignet zu modihzieren. Bei endlichem Grundkorper 
fiihrt eine eingehendere Analyse von L als MU-Modul zum Ziel, wobei der 
Satz von der Normalbasis benutzt wird. Wir wollen in dieser Note den 
zweiten Beweissteil, genauer gesagt den Beweis fiir die entscheidende 
Aussage (t ) [ 1, S. 1531, vereinfachen. Wir stiitzen uns auf einen Hilfssatz 
und ein Korollar. 
HILFSSATZ. Sei F ein K&per, q eine Primzahl mit q #char F, m E N und 
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8 eine primitive 9”’ te Einheitswurzel. Ferner sei F[0] : F = q’s mit s 1 q - 1 
und c E N,. Ist c > 1, so gilt genau eine der folgenden beiden Aussagen: 
(i) F[0] : F[&] = q; 
(ii) q=2,m>3,F[t3]:F=2undF[B]=F[0’]. 
Beweis. Sei H : = Gal(F[Q]/F). Fur CI E H ist 8” = 8“ mit a E Z. Setzen 
wir Z : = a + qmZ, so ist die Abbildung !X H 6 ein Isomorphismus von H auf 
eine Untergruppe fl von E(Z/q”Z), die Einheitengruppe von h/q”‘Z. Sei 
zunachst q # 2. Dann ist E(Z/q”Z) zyklisch. Da q 1 1 H 1 vorausgesetzt ist, 
enthalt /? die Untergruppe der Ordnung q von E(Z/q”Z). Diese wird 
erzeugt von (1 + qmP ’ ) + q?Z. 1st U die Untergruppe der Ordnung q von 
H, so ist U = ( CI ), wobei 
ist. Es folgt 
d.h. tP liegt im Fixkijrper von U. Also ist 
F[e] : F[eq 3 1 UI =q. 
Da andererseits F[e] : F[P] d q ist, gilt in diesem Falle (i). Sei nun q = 2. 
Enthalt fi die Involution j : = (1 + 2” ~ ‘) + 27, so schliebt man genau wie 
vorher, da13 (i) gilt. Fur m > 3 gibt es zwei weitere Involutionen in 
E( Z/2’??), namlich 
j, := (-1+2”-‘)+2”2 und j,:= -1+2”2. 
Die einzigen (von 1 verschiedenen) Untergruppen von E(H/2”Z), die j 
nicht enthalten, sind (j, ) und (j,). Falls (i) nicht gilt, bleiben als einzige 
Moglichkeiten nur 1 HI = 2 und R= (j, ) oder 8= (j,). Insbesondere ist 
F[e] :F=2. 1st H=(a), so ist dann IT= -8-l falls if=(ji) oder 
0” = t? ~ ’ falls fi = (j,) ist. In jedem Falle ist (e’)* = fT*. Wegen m > 3 ist 
e4 # 1 und also (02)a # 0’. Daher ist 8* 4 Fund F[e’] = F[e]. Falls also (i) 
nicht gilt, bleibt nur (ii). 
KOROLLAR. Die Voraussetzungen seien die gleichen wie im Hilfssatz. 
a. F[B]:F[P’]=q’ftirO<i<c-1. 
b. Genau eine der beiden folgenden Aussagen ist wahr: 
(i) F[e] : F[W] = 4’; 
(ii) q = 2 und F[B”-‘] = F[Q*‘]. 
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Beweis. a. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach i. Fiir i = 0 
ist nichts zu zeigen. Sei also 0 < id c - 1. Nach Voraussetzung ist 
F[e] : F[eY’-‘] = qip ‘. Daraus folgt q2 1 F[@-‘1 : F und mit dem Hilfssatz 
F[fP-‘1 : F[P’] = q. Das zeigt F[6] : F[fP’] = qi. 
b. Nach a ist F[Q] : F[d”‘- ‘1 =q’~-l, also F[Pm’] : F=qs. Nach 
dem Hilfssatz angewandt auf 8“’ ’ ist entweder F[P’ ‘1 : F[d4’] = q oder 
es ist q = 2 und F[0”-‘] = F[d”]. 
Im folgenden sei die Galoisgruppe G von L/K eine zyklische q-Gruppe, 
q eine Primzahl mit q # char K, und 
G=G,>G, > ... >G,= 1 
die Kette aller Untergruppen von G, entsprechend 
K=K,<K,< ... <K,,=L 
die Kette aller Zwischenkorper von L/K. Wir setzen voraus, da13 K ein 
endlicher Korper ist. Wie in [l] sei T : = Kern TrLIKn_, . 1st z, : = 
( T,(i), . . . . Trci,(i)} die Menge der treuen, irreduziblen K,G,-Teilmoduln von 
L und Zi : = {H,(i), . . . . H,(,,(i)} die Menge der homogenen Komponenten 
des halbeinfachen K,G,+ , -Moduls T jeweils fur 0 < id n - 1, so sind zi 
und Z, direkte Zerlegungen von T. Wir fiihren wie in [l] folgende 
Sprechweisen ein: 1st M eine Gruppe und sind X= {M,, . . . . M,} und 
Y= {N,, . . . . N,} direkte Zerlegungen von M, so heif X feiner als Y 
(X2 Y) bzw. Y grober als X (Y6 X), wenn es eine Partition {P,, . . . . P,$} 
von { 1, . . . . r} gibt, so da8 {M, lje PiI fur 1 d ids eine direkte Zerlegung 
von Ni ist. Offenbar ist X>, Y genau dann, wenn jedes A4, in einem N, 
enthalten ist. Ein Element a von M heiDt X-regular, wenn die Komponen- 
ten von a bzgl. der direkten Zerlegung X samtlich von 0 verschieden sind. 
Wenn X feiner als Y ist, ist jedes X-regulare Element schon Y-regular. Wie 
in [ 1 ] bemerkt, ist die Aussage ( * ) aus [ 1 ] aquivalent mit 
(** ) Es gibt ein y in T, welches z,-regular ist fur 0 < i < n - 1. 
Sei R eine algebraische Hiille von K mit L < R und [ eine primitive q”te 
Einheitswurzel in K. Dann ist K[[] : K = q’s mit s 1 q - 1 und 0 < l< n - 1. 
Insbesondere ist K[[] n L= K,. Fur 06 i6 I ist Ki[C] = K[C], also 
K,[[] : K, = q’- is, ferner KJ[] : K, = s fiir I< id n. Wir nennen 
4=2, n33, und K, = KC51 = KC5*1 
den Ausnahmefall. Fur jede reelle Zahl x sei 
LxJ := max{zlx3zEZ} und TX] := min {zlx<z~Z) 
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Die folgenden beiden Aussagen bereiten den Beweis von (** ) vor: 
(A) Es ist z,< ... <z~~,-,~,~,+,> ... >z,,+~, falls nicht der 
Ausnahmefall vorliegt. 
(B) Im Ausnahmefall ist zi 3 .. . B z,,- , , ferner r(0) = r( 1) and 
dim, Ti(0) = 2 = dim, T,(l) fur alle i, Jo { 1, . . . . r(O)}. Jedes Hk(0) ist 
Summe von genau zwei T,(O) und such von genau zwei T,( 1). 
Den Beweis von (A) und (B) fiihren wir in einer Reihe von Schritten. 
Aus [l, 3.4 und 4.51 folgt leicht 
(1) Zidzjfiir O<i<n-1 und Zi<zi+, fur O<i<n--2. 
Nach [ 1, 3.21 gilt ferner 
(2) r(i)=cp(lG,I)/(K,[[“‘] :Ki) fur Odibn-1. 
Weiter ist K,G,+ 1 ein Teilring von K,Gi und L als K,G,+ ,-Modul frei 
vom Rang q. Fur i< n - 2 sind in T genau die treuen irreduziblen 
K,G,+ ,-Teilmoduln von L enthalten. Mit [ 1, 3.21 folgt also 
(3) s(i)=rp(lG,+,I)/(K,[[Y”‘] :K,) fur O<i<n-2. 
(4) 1st fur irgend zwei i,jE (0, . . . . n - 1 } 
Ki+ 16 Ki[C’] =Ki[S“‘+‘], 
so ist q = 2, i = 0 und K, = Ko[T2’]. 
Denn wegen Ki+ i 6 Ki[cy’] gilt q 1 Ki[rq’] : K,. Da andererseits Ki[cq’] = 
Kj[c4”‘] vorausgesetzt ist, folgt mit dem Hilfssatz 
q=2 und K+, = K,[[“] = K,[[2’L’]. 
Ware i > 0, also i - 1 > 0, so ware 
K r+]=Ki-~[52’]=K;-~[52’f’], 
da Gal(K,+ ,/Kipl) zyklisch von der Ordnung 4 ist, woraus mit dem 
Hilfssatz Ki + 1 : Kjp, = 2 folgte. Also ist i = 0. Das zeigt (4). 
Wir setzen 
i 
1 im Ausnahmefall 
A := (I- 1)/2 sonst 
und behaupten 
(5) r(i+l)=s(i)fiirA<i<n-2. 
Nach (2) und (3) ist zu zeigen 
K;, ,[[“‘+‘] : K,, , = Ki[[y’+l] : K;. 
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Wegen Ki + , : Ki = q ist dies aquivalent mit 
K+, $ Jw”‘I 
Fur i> 1 ist J&Cc]: K,= s, woraus erst recht Ki+ I $ Ki[cq’+‘] folgt. Da 
im Ausnahmefall I = 1 = 1 ist, konnen wir also annehmen, da13 nicht 
der Ausnahmefall vorliegt und dal3 (I- 1)/2 = 1~ i < I ist. Dann ist 
Kj[[] : Kj = qlmmis und i + 1 > I - i. Nach Korollar b sind zwei Falle 
mijglich: 
K,[[] : K,[5”’ ‘1 =q’ ’ oder Ki[[“+‘] = K,[[“+‘]. 
Im ersten Falle ist qj’Ki[[y’+‘] : K, und daher K,, 1 $ Ki[cqf+‘]. Im 
zweiten Falle wollen wir annehmen, dal3 
K,, , <K&$+‘] < Ki[[“‘- ‘1 = Ki[[+‘] 
ist. Nach (4) ware q = 2, i = 0, und 
K=K,<K,=K[<‘]. 
Dann ware 1 < I< 2. Fur I = 1 ware K, = K[[] = K[c2]. Den Ausnahmefall 
haben wir aber ausgeschlossen. Fur I= 2 ware 0 = i > (1- 1)/2 = $. Also gilt 
such in diesem Falle K,, , 6 Ki[[@+‘]. Das zeigt (5). 
(6) r(i)=s(i) fur l<i<(l-1)/2; r(O)=s(O), falls nicht der 
Ausnahmefall vorliegt. 
Wegen (2) und (3) miissen wir fur 1 < i < (I - 1)/2 bzw. fur i = 0, falls nicht 
der Ausnahmefall vorliegt, zeigen: 
(+) q(Ki[[y’c’] : Ki)=Kj[[“‘] : Ki. 
Sei O<i<(l-1)/2, also i+ 161-i. Wegen i<l-idlist Ki[[]: Ki=q’-‘s 
und nach Korollar a 
K,[c] : Ki[[“‘] = q’. 
1st i + 1 < I - i, so gilt nach Korollar a ebenfalls 
(++) Ki[<] : Ki[cY’+‘]=qf+‘, 
woraus zusammen ( + ) folgt. Falls i + 1 = I- i ist und (+ + ) nicht gilt, 
folgt q = 2 und K;[[“] = Ki[12”‘] mit Korollar b. Nach (4) ist dann i = 0 
und wir haben den hier ausgeschlossenen Ausnahmefall. Also gilt doch 
(+ + ) und wie oben (+ ). Das zeigt (6). 
Aus (l), (5) und (6) folgen nun leicht 
t7) zi+l =Z;<z, fur A<i<n-2, 
(8) zj=z,<zl+, fur 1 < i < (I - 1)/2, 
(9) z0 = Z, < z, , falls nicht der Ausnahmefall vorliegt. 
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Aus (7) folgt zTi,> ... >z,_i und aus (8) und (9) falls nicht der 
Ausnahmefall vorliegt, z0 d . . 6 z L ;., 6 Z~j, J + , . 
Wegen [A] 6 LA] + 1 folgen daraus (A) und die erste Aussage von (B). 
Dal3 im Ausnahmefall r(O)= r(1) ist, folgt leicht aus (2). Weiter hat im 
Ausnahmefall jeder treue, irreduzible K,,G,-Modul die K,-Dimension 
KO[[‘] : K,, = 2 nach [l, Abschnitt 31. Fur 1 d i, j< r(O) ist dim, T,(O) = 
K,,[c] : K, = 2 und dim,,, T”( 1) = K,[{‘] : K, = 2. Also sind die treuen 
K,G,-Moduln Ti (0) und 7” (1) samtlich irreduzibel. Andererseits ist 
K,,G,g KoG, @ KoG, als K,G,-Modul und daher jedes HJO) Summe von 
zwei treuen, irreduziblen K,G,-Moduln. Zusammen ergibt das (B). 
Wir zeigen nun (** ). Falls nicht der Ausnahmefall vorliegt, hat wegen 
(A) jedes zL(/- 1)/2d + 1 -regulare Element y von T die verlangte Eigenschaft. 
Im Ausnahmefall ist wegen (B) jedes z,-regulare Element von T schon 
z,-regular fur 1 6 i < n - 1. Bleibt zu zeigen, da13 es ein z,-regulares Element 
gibt, das z,-regular ist. Sei H,(O) eine homogene K,,G,-Komponente von T. 
Nach (B) gibt es a, b, c, de { 1, . . . . r(O)}, so da13 X := {T,(O), T,,(O)} und 
Y : = { T,( 1 ), Td( 1)) direkte Zerlegungen von H,(O) sind. Sei R, o bzw. R,, 1 
die Menge der X-regularen bzw. Y-regularen Elemente von H,(O). Es ist 
Rj,o=Hj(O)\(Ta(O)” Tb(O)) 
Daraus folgt 
und R,.,=Hj(O)\(T,.(l)UT,(l)). 
Rj,o~Rj,~=Hj(O)\(T~(O)uT~(O)u T,(l)” T,(l)) 
und mit (B) also 
Im Ausnahmefall ist 2 = q # char K, daher 1 K 1 2 3 und Rj, ,, A Rj,, # Qr. Fiir 
1 <j < s(O) sei yj E R,, 0 n R,, i . Dann ist y : = Cf$‘\ yj sowohl z,-regular wie 
z,-regular und ( ** ) insgesamt bewiesen. 
Die Hilfsdtze 3.5 und 3.6 aus [ 1 ] werden bei diesem Beweis nicht m&r 
benutzt. 
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